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Der Einflufl der Austauschenergie
auf die spezifische Warme des Elektronengases

Von Henz KoppE
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik in Gottingen
(Z. Naturforschg. 2a, 429432 [1947]; eingegangen am 5. Mirz 1947)

Es wird der Einflufl der durch die Antisymmetrisierung der Eigenfunktionen bedingten
Austauschenergie auf die spezifische Warme des Elektronengases untersucht. Es ergibt
sich, dafB}, abgesehen von extrem kleinen Temperaturen, die Proportionalitit von C,
zu T erhalten bleibt, nur ist der Proportionalititsfaktor bis zu 50% kleiner als in der

Sommerfeldschen Theorie.

ie bekannte Formel fiir die spezifische Wiarme

des Elektronengases ist unter der Voraus-
setzung abgeleitet, daf die Elektronen dem Pauli-
Prinzip geniigen und man es demzufolge mit einem
entarteten Fermi-Dirac-Gas zu tun hat. Von der
Ladung der Elektronen wird dabei vollig abge-
sehen. Solange man die Eigenfunktionen als ebene
Wellen betrachtet, bekommt man infolge der wech-
selseitigen Abstofilung eine positive potentielle
Energie, die”durch die Anziehung zwischen den
Elektronen und den Kernen zum groBten Teil kom-
pensiert wird, und die im {iibrigen von der Ge-
schwindigkeitsverteilung unabhingig ist, also auf
die thermodynamischen Eigenschaften des Elek-
tronengases keinen Einflufl hat. Dabei ist aber die
notwendige Antisymmetrisierung der Eigenfunk-
tionen aufler acht gelassen worden, die bewirkt,
daB sich Elektronen vom gleichen Spin gegenseitig
etwas ausweichen. Auf diese Weise entsteht um
jedes Elektron ein ,,Austauschloch®, und der Bei-
trag dieses Loches zur potentiellen Energie ist von
der Gesamtenergie wieder abzuziehen. Die Rech-
nung, die von Bloch?* durchgefiihrt wurde, fiithrt
zu dem bekannten Ausdruck fiir die Austausch-
energie.

Wie weit sich zwei Elektronen infolge des
Pauli-Prinzips gegenseitig ausweichen, hingt aber
wesentlich von ihrer Relativgeschwindigkeit ab.
Die Awustauschenergie B ist also gegeniiber der
Geschwindigkeitsverteilung durchaus nicht un-
empfindlich. Man erkennt das am einfachsten an

1t F. Bloch, Z. Physik 57, 545 [1929].

dem Ausdruck?

Dabei ist® V' das Normierungsvolumen, p;, der
Impuls des i-ten Elektrons und die Summation ist
iiber alle Elektronenpaare zu erstrecken. Man
kann aus (1) ohne weiteres ablesen, daB die Aus-
tauschenergie zu einer Art,, Anziehung im Impuls-
raum* fiihrt, die die Tendenz hat, alle Phasen-
punkte auf einem Haufen zu versammeln. Sie wirkt
der ausbreitenden Tendenz der Wirmebewegung
entgegen und mufl deshalb zu einer Verkleinerung
der spezifischen Wirme fithren. Gerade bei tiefen
Temperaturen wird dieser Einfluf besonders stark
sein. Denn hier kommt ein angeregtes Elektron
aus der dichtgepackten Oberfliche der Fermi-
Kugel, wo es also eine grofie Austauschenergie
hat, in die wesentlich diinner besiedelten angereg-
ten Zustinde. Dazu mub es dann nicht nur den ent-
sprechenden Betrag an kinetischer Energie auf-
bringen, sondern auch noch gegen die Austausch-
energie Arbeit leisten.

Im folgenden wird die Rechnung zunichst fiir
freie Elektronen gleichen Spins durchgefiihrt. Um
zur Verteilungsfunktion zu gelangen, hat man den
Ausdruck fiir freie Energie aufzustellen und bei
der Nebenbedingung konstanter Teilchenzahl zu
einem Minimum zu machen. Wenn n(p) die (nur
vom Betrage p abhiingige) Besetzungswahrschein-

? Vergl. z. B. H. Hellmann, Quantenchemie, Leip-
zig 1937, S. 101 ff.
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lichkeit einer Quantenzelle im Impulsraum ist,

dann ergibt sich
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Das Doppelintegral stellt dabei die Austausch-
energie dar und ergibt sich aus (1), wenn man die
Summation durch eine Integration ersetzt und
itber die Winkel integriert. Fithrt man die Varia-
tion unter Einfiihrung des Multiplikators ¢ fiir die
Nebenbedingung durch, dann ergibt sich fiir n(p)
die Funktionalgleichung
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Leider ist sie so kompliziert, da mit ihr nichts
anzufangen ist. Wir wollen das Problem deshalb
annéhernd nach der direkten Methode der Varia-
tionsrechnung behandeln. Die zu diesem Zweck
benutzte Niherungsfunktion fiir n(p) ist in Abb.1
dargestellt. Analytisch ist sie gegeben durch:
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Abb. 1. Niherungsfunktion fiir n(p).
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a und b oder « und B sind Variationsparameter.
Die beiden letzteren erweisen sich als die zweck-
méfigeren, und es gilt:

a_—lf‘ b=—a—.

a= - )
I I

Aus der Abb.1 erkennt man sofort, daB « sehr
groB und 1/« proportional zur Temperatur sein
mull. Da es bei der spezifischen Warme auf Glie-
der 0(T2) ankommt, braucht man also in der
Folge nur bis zu Gliedern o(«—2) zu rechnen. Es
ergibt sich auf diese Weise:
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Indem man die ersten drei Ausdriicke je durch
eine passende Potenz von N dividiert, kann man
8 und damit die Nebenbedingung (3) eliminieren.
Man findet dann fiir die freie Energie pro Teilchen
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Dabei ist a1 =2z gesetzt, und n ist die Anzahl
der Elektronen pro Volumeneinheit. Man driickt
sie zweckmiillig durch das ,,Elektronenvolumen®
V, aus, welches gegeben ist durch

N
n = -

(8)

e

V, ist dann ein Volumen von einigen cm3. Jetzt
ist I'als Funktion von 2 zum Minimum zu machen.
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Das liefert mit den Abkiirzungen
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fiir # die Bestimmungsgleichung

5 &
0=(l+g)x—nglogf§. (10)
Daraus kann man z als Funktion von & bzw. T
berechnen und den gefundenen Wert in (7) ein-
setzen, womit die freie Energie und damit alle
thermodynamischen Griéflen bekannt sind.

Die spezifische Warme bekommt man aber ein-
facher so:
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Die beiden anderen Differentialquotienten be-
kommt man aus (9,1) bzw. (10), und es ergibt
sich
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Abb. 2. Diagramm zur Ermittlung von ¢
mit ¢ = const. als Parameter.
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Hier ist noch x mittels G1. (10) zu eliminieren, man

kann dann schreiben:
47\2/3 '
Q(T’T) k_2k2"7« AYI}/3 172/3
*~ "1+ ¢(0,9905 — 0,120 Clog ¥ | )

il

(11,2)

Dabei ist ¢ eine langsam verinderliche Funktion
von 4 und ¢, die aus dem Diagramm Abb.2 zu
entnehmen ist.

Setzt man in (11) ¢ =0, so bekommt man die
spezifische Wérme C° ohne Beriicksichtigung
des Austausches. Natiirlich wird sich nicht der
genaue Wert ergeben, da ja die ganze hier ge-
gebene Ableitung auf einem Niherungsverfahren
beruht. Ein Vergleich mit dem entsprechenden
Wert der Sommerfeldschen Theorie® zeigt, daf an
Stelle des Faktors 9-im Zihler =2 = 9,87 treten
mull. Durch das Ndherungsverfahren ist also ein
Fehler von etwa 10% entstanden. Wir kénnen ihn
weitgehend ausschalten, wenn wir fiir die spezi-
fische Wiarme des Elektronengases ohne Aus-
tausch wie oben C) schreiben, und (11,2) in die
Form

CO

5’«: 14 ¢ (0,9905 — 0,120 %log © -+ v) (11, 8)
v

bringen.

Bevor wir an die Diskussion dieses Ergebnis-
ses gehen, ist noch eine zweite Korrektur zu er-
ortern. Die ‘bisherigen Rechnungen galten nur
fiir Elektronen mit gleichem Spin. Der Ubergang
zu einem Elektronengas mit paarweise abgesit-
tigten Spins kann in der bekannten Weise ge-
macht werden, indem man einfach fiir V, den dop-
pelten Wert einsetzt. Allerdings ist dieses Ver-
fahren nur dann gerechtfertigt, wenn sich die
Elektronen mit entgegengesetztem Spin nicht um-
einander kiimmern. In Wirklichkeit besteht nun
auch zwischen diesen eine Wechselwirkung, die
natiirlich nicht vom Pauli-Prinzip, sondern von
der gegenseitigen Abstolung herriihrt. Sie ist von
Wigner® untersucht worden und statistisch
schwer zu beriicksichtigen, da sie sich nicht in
Analogie zu (1) durch ,,Zentralkrafte” darstel-
len 140t.

3 Vergl. A. Sommerfeld und H. Bethe, Hand-
buch der Physik, XXIV, 2, S. 347.
4 E. Wigner, Physic. Rev. 46,1002 [1934].



432
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Betrachtet man nun die rechte Seite von (11,3),
so sieht man, dafl man den Einflull der Austausch-
energie beliebig grof machen kann, wenn man
nur T so klein wihlt, dal das logarithmische
Glied vorherrscht. Bei extrem tiefen Temperatu-
ren folgt dann aus (11,3), daB

T

N 71/3 _
G~V ‘In 7

und das unterscheidet sich in seiner Abhiingig-
keit von T und V schon qualitativ von der Som-
merfeldschen Theorie. Jedoch gilt diese Bezie-
hung erst unterhalb von T ~ 10—° K, so dal sie
praktisch vollig bedeutungslos ist. Normaler-
weise stellt der Logarithmus nur eine kleine Kor-
rektur dar, so dall die rechte Seite von (11,3) an-
néhernd temperaturunabhiingig ist. C, ist also
wie in der Sommerfeldschen Theorie zu T
proportional, nur ist der Proportionalititsfaktor
etwas anders, und zwar kleiner.

H NEUERT

Rein numerisch féllt dieser Unterschied vor
allem bei Metallen mit grofem V,, also den Alka-
lien, ins Gewicht. Um einen Uberblick zu bekom-
men, werten wir (11,3) fiir Na und Cs bei
T =1°K aus. Es ergibt sich:

Na: V,=20cm?;

7=0,403; 9=368-10"*
¢, =0.633 (?
Cs: 1J,=70cm3
7 =0,606 9=85-10"1

C,=0541 (7,

Man erkennt aus diesen Zahlen, dafl der Einflufl
der Austauschenergie auf die spezifische Wérme
der Elektronen, zum mindesten bei den Alkalimetal-
len, nicht zu vernachlissigen ist.

Uber die nach der Umwandlung von Tantal durch Neutronen
ausgesandten Strahlungen mit langer Halbwertszeit

Von Huco NEUERT*

(Z. Naturforschg. 2a, 432—435 [1947]: eingegangen am 6. Mai 1947)

Die mit einem 3-Zahlrohr mit 20 y-Al-Fenster gemessene B-Strahlung setzt sich aus
2 Komponenten zusammen, einer energieiirmeren f-Strahlung von 0,28 MeV und einer

energiereicheren von 1,1 MeV

Auberdem treten 2 Komponenten von y-Strahlung auf,

eine hiirtere von 1,42 MeV und eine weiche von 0.23 MeV. Aus B-y-Koinzidenzmessungen
geht hervor, dall die harte 3-Strahlung gleichzeitig mit der weichen y-Strahlung emit-
tiert wird. Sie entstammt dem Prozel 181Ta (n,v)182Ta*. Die weiche B-Strahlung
koinzidiert mit der harten y-Strahlung. Sie riihrt vom Prozel 181Ta (n,p) 181Hf* her.

um Studium der langlebigen Strahlung von

Tantal wurde ein Tantalblech (,rein®, Her-
stellungsverfahren Osram) wihrend mehrerer
Tage mit langsamen und schnellen Neutronen
eines Neutronengenerators von maximal etwa
8 kg Ra+Be-Aquivalent bestrahlt. Nach dem Ab-
klingen der kurzlebigen Aktivitit von Tantal
(8,2 Stdn.) trat neben der erwarteten intensiven
8-Strahlung von etwa 1,0 MeV* noch eine weitere
B-Strahlung sowie eine intensive y-Strahlung auf.
Messungen der Halbwertszeiten konnten infolge
der zur Verfligung stehenden kurzen Zeit nicht

durchgefiihrt werden. Die Halbwertszeit aller

* (17) Weil (Rh.), Marktplatz 5.

Strahlen war aber mit Sicherheit grofer als
50 Tage.

Bestimmung der B-Strahlenenergie
aus Absorptionsmessungen

Es wurde die Absorption der B8-Strahlung in
Aluminium mit einem 20 u-Al-Zihler von 10 em
Lénge, 3 em Durchmesser und 6 X 1,5 ¢cm? Fen-
stergrifie ausgemessen. Nach Abzug des y-Anteils
blieb eine 3-Strahlung iibrig, die sich offensicht-
lich aus 2 Anteilen zusammensetzte (Abb. 1),
namlich aus der schon bekannten 3-Strahlung,

1 0.0ldenberg, Physic. Rev. 53, 35 [1938];
F.G.Houtermans, Naturwiss. 28, 578 [1940].



